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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО 
СПЕКТРА ВИБРАЦИЙ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 
 
Приводится описание метода, позволяющего определить спектральный состав колебаний зубчатой пе-
редачи. Зубчатая передача рассматривается как нелинейная система с периодически изменяющейся 
жесткостью зацепления. Показано, что спектр колебаний зубчатой передачи включает основные часто-
ты внешних колебаний и нулевую частоту статического перемещения. По причине периодического 
изменения жесткости зубьев каждая основная частота колебаний модулируется двумя гармониками 
частот пересопряжения зубьев: положительной и отрицательной. В плотном спектре колебаний зубча-
той передачи доминантами являются составляющие, кратные зубцовой и оборотным частотам.   
 
Розглянуто питання з визначення спектрального складу коливань зубчастої передачі. Зубчаста 
передача розглядується як нелінійна система з жорсткістю зачеплення, що періодично змінюєть-
ся. Показано, що спектр коливань зубчастої передачі включає основні частоти зовнішніх коли-
вань і нульову частоту статичного переміщення. Унаслідок періодичної зміни жорсткості зубців 
кожна основна частота коливань модулюється двома гармоніками частот переспряженню зубців: 
позитивною і негативною. У щільному спектрі коливань зубчастої передачі є домінанти це часто-
ти кратні переспряженню зубців і кратні оборотним частотам.  
 
In research paper the method has been presented, which allows determining spectral composition of oscillations 
of the toothed gearing. The toothed gearing is observed as nonlinear system in which mesh stiffness changes 
periodically. Research paper shows that the toothed gearing vibration spectrum has basic frequencies of exter-
nal oscillations and zero frequency of static deflection. Because of periodic change of stiffness of teeth’s each 
fundamental frequency of oscillations is modulated by two harmonics of frequencies of an input of teeth’s in 
gearing: positive and negative. In a dense spectrum of fluctuations of the toothed gearing there are dominants 
these are frequencies multiple a feather to interface of teeth’s and multiple to turnaround frequencies. 
 
Введение. Диагностика вибраций зубчатых передач часто выполняется путем 
анализа спектра вибраций. При наличии большого числа источников вибраций, не-
которые частоты могут повторяться от различных источников. При совпадении 
частот разных источников, но разной природы такой метод позволит с большей ве-
роятности сделать правильную диагностику редуктора с зубчатыми передачами. 
Спектральный анализ позволяет оценивать качество зубчатых передач. 
 
1. Зубчатая передача, как линейная параметрическая колебательная 
система. Зубчатая передача – это колебательная система с периодически из-
меняющейся жесткостью. Такие системы носят название параметрических.  
На рисунке 1 показана одна из расчетных схем зубчатой передачи, при-
меняемой в ЦИАМ для моделирования динамических процессов в авиацион-
ных зубчатых передачах.  
Каждая пара зубьев в модели заменяется упругостью Cni, погрешности про-
филя – Fri, массы колес J1, J2. Связь между входом и выходом в такой системе ус-
танавливается дифференциальным уравнением, описанным в работе [1]. Но 
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Рисунок 1 – Расчетная схема моделирования напряжений и вибраций в зубчатой 
передаче с периодически изменяющимся числом зубьев в зацеплении 
 
для целей настоящей работы эта связь может быть выражена в упрощенном виде:  
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где t – время; ω – частота; z(t)=x(t)+jy(t) – выходной колебательный процесс. По-
скольку выражение (1) записано в общем виде, выходом может быть как колебание 
присоединенной массы )(4 tϕ , так и колебания колес, а также силы, действую-
щие на упругие опоры. Символом j=(–1)0,5 обозначена мнимая единица, позво-
ляющая разделить колебания по ортогональным направлениям S(ω) – спектраль-
ная плотность входного воздействия, возбуждающего колебательную систему 
зубчатой передачи. Входным воздействием может быть как крутильное колеба-
ние fЗ(t), так и погрешность профиля зубьев Fni(t). K(jω,t) – параметрическая пере-
даточная функция колебательной системы, моделирующей зубчатую передачу. 
Жесткость зубчатой передачи изменяется по сложному закону поэтому, ес-
ли разложить параметрическую передаточную функцию в ряд Фурье, она будет 
выражаться в виде  
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где ωz – частота пересопряжений зубьев, m – номер гармоники зубцовой час-
тоты; ψm – фаза колебаний. Аргументами функции (2) являются время t и кру-
говая частота. Круговая частота, имеющая размерность радиан в секунду, 
связана с частотой колебаний, измеряемой в герцах, соотношением ω=2πf. 
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2. Метод определения спектрального состава колебаний зубчатой 
передачи, как параметрической линейной колебательной системы. Если 
входное воздействие, например колебание ведущего вала, будет периодиче-
ским, то спектральная плотность возбуждения S(ω) будет выражаться в виде 
 
)(2)( 0ωωπδω −=S ,                                             (3) 
 
где ω0 – частота периодических колебаний входного воздействия; δ(.) –
символ дельта функции Дирака: δ(0)=∞, δ(≠0)=0. После подстановки выраже-
ний (2) и (3) в уравнение (1) перемножения и интегрирования обобщенных 
функций получается следующее выражение выходного колебания [2]: 
 
[ ])cos()()( 00 z
m
m
m mKtх ωωω += ∑
∞=
−∞=
.                                 (4) 
 
Выражение (4) записано упрощенно в действительной форме только для 
колебаний вдоль оси х, направленной вдоль линии зацепления.  
Таким образом, гармонический спектр колебаний зубчатой передачи 
может содержать частоту входного колебания, которая модулируется гармо-
никами пересопряжения зубьев. 
 
3. Зубчатая передача, как нелинейная колебательная система. Нели-
нейные процессы в зубчатой передаче проявляются при геометрическом кон-
такте зубьев. На рисунке 2 показано, как изменяется циклическая погреш-
ность при изменении кинематической погрешности.  
Как следует из результатов моделирования (рисунок 2), если зубчатую 
передачу собрать с эксцентрическим смещением осей колес, соответствую-
щим двенадцатой степени точности, но сами колеса изготовить идеально точ-
но, то результирующая циклическая погрешность будет соответствовать де-
вятой степени точности по ГОСТ 1643-81.  
Если рассматривать зубчатую передачу, как параметрическую систему, 
то в такой системе погрешность колес в зацеплении и жесткость зубьев 
должны зависеть от времени. Фактически функции погрешности и жесткости 
зависят не от времени, а от угла поворота колеса. Поэтому в строгой форму-
лировке зубчатая передача – это нелинейная система. Но поскольку угол по-
ворота связан со временем почти линейно, многие исследователи рассматри-
вают зубчатую передачу как линейную. Однако это предполагает, что каждо-
му положительному ∆ t должно сопоставляться также положительное ∆ )(tϕ  
при постоянном коэффициенте пропорциональности между временем и углом 
поворота. Очевидно, что это условие никогда не соблюдается.  
Жесткость зубчатой передачи это также нелинейная функция. Если изгибная 
составляющая жесткости зубьев линейно зависит от нагрузки, то контактная жест-
кость имеет нелинейную зависимость, особенно в фазах кромочного зацепления [3]. 
По перечисленным причинам математическая модель зубчатой передачи 
должна строиться как нелинейная. Именно такая модель реализована в ком-
пьютерных программах типа AsGears [4]. 
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Рисунок 2 – Результат моделирования кинематической погрешности зубчатой передачи 
 
Вблизи резонансных областей работы передачи зубья колес могут раз-
мыкаться и ударяться, жесткость зубьев в зацеплении при отрыве зубьев бу-
дет равна нулю. В этом случае зубчатая передача является выраженной  не-
линейной системой. Из теории нелинейных [5] систем следует, что зубчатая 
передача будет колебаться по следующему закону: 
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Так, если зубчатая передача z1=z2=30 имеет частоту вращения 
1500об/мин и является линейной параметрической системой, то по формуле 
(4) в спектре колебаний могут присутствовать следующие частоты колеба-
ний: 25Гц, 750Гц, 725Гц, 775Гц, 1500Гц, 1475Гц, 1525Гц, 2250Гц, 2225Гц, 
2275Гц и др. Из перечисленных частот зубцовой, т.е. частотой пересопряже-
ния зубьев, является частота 750Гц. Но, если зубчатая передача колеблется 
как нелинейная система, то кроме перечисленных частот будут частоты 50Гц, 
75Гц, 100Гц, 125Гц, 150 Гц и др. такие, например как 1550Гц, 2300Гц и др. 
Таким образом, если пользоваться качественным анализом, то спектр 
возможных колебаний достаточно широкий и плотный.  
 
4. Анализ спектрального состава колебаний зубчатой передачи, мето-
дом математического моделирования. Не только частоты, но амплитудный со-
став колебаний можно получить, используя метод прямого математического мо-
делирования, реализованный в программах типа AsGears. Новые версии программ 
моделирования включают модуль спектрального анализа, позволяющий опреде-
лить как частоты колебаний, так и амплитуды спектральных составляющих.  
Зубчатая передача, схема которой показана на рисунке 1, описывается не-
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линейным дифференциально-интегральным уравнением [1]. Для программ мате-
матического моделирования типа AsGears были разработаны методы решения 
таких уравнений, что позволило выполнять оценку различных физических про-
цессов, протекающие в зубчатых передачах. На рисунке 3 показано применение 
математического моделирования для расчёта спектрального состава сил, дейст-
вующих в зацеплении колес в направлении номинальной линии зацепления.  
 
 
Рисунок 3 – Спектр сил в зацеплении зубчатой передачи 
 
С помощью программы AsGears проектировались и совершенствовались зуб-
чатые передачи редукторов авиационных двигателей: ТВ3-117ВМА-СБМ1, АИ-222, 
АИ-436-148, Д27 [6-8] (ГП "Ивченко-Прогресс"), АЛ-31Ф и установки ГТУ-20 (завод 
"Салют"). На Николаевском заводе "Зоря-Машпроект" результаты расчетов приме-
нялись при проектировании опытных зубчатых колес для корабельных редукторов. 
Недостаток математического моделирования, называемого также вычисли-
тельным экспериментом в том, что результаты отражают течение физических про-
цессов, но не выражаются математическими формулами, например в виде формул 
(4) и (5), из которых можно получать законы течения процессов. Однако решение 
есть. Для этого надо многократно повторять расчеты и медленно изменять интере-
сующий параметр. В качестве примера рассмотрим влияние степени точности на 
амплитуды боковых составляющих спектра мощности, затрачиваемой на генера-
цию вибраций зубчатого колеса. Результаты такого анализа показаны на рисунке 4. 
Как следует из результатов анализа спектров, полученных моделированием 
с разными параметрами точности, боковые составляющие начинают реально 
проявляться в спектре колебаний только тогда, когда степень точности колес по 
нормам кинематической точности хуже восьмой. В современных авиационных 
зубчатых колесах такие погрешности не допускаются, но в эксплуатации при на-
чале разрушения зубчатого колеса появление боковых составляющих в спектре 
может быть сигналом для прекращения эксплуатации механизма.  
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Рисунок 4 – Влияние степени кинематической точности на амплитуды боковых 
составляющих спектра колебаний вблизи зубцовой частоты 
 
Выводы. Спектр колебаний зубчатой передачи состоит из множества час-
тот, в которых доминирующими являются зубцовые частоты и их гармоники. 
Оборотные частоты и их гармоники проявляются в низкочастотной части спек-
тра. Наибольшая амплитуда колебаний имеет место на зубцовой частоте или на 
третьей гармонике этой частоты. Боковые составляющие спектра реально прояв-
ляются только в случае, если кинематическая погрешность или погрешность 
сборки превышает восьмую степень точности. Увеличение амплитуд колебаний в 
низкочастотной области указывает на нелинейные колебания в передаче, напри-
мер колебания с разрывом контакта. Появление боковых составляющих от обо-
ротных частот вокруг гармоник зубцовой частоты указывает либо на низкую точ-
ность изготовления колес, либо характеризует начало процесса разрушения колес. 
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